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Définitions générales
Systeme

+ ensemble de composants en interaction accomplissant conjointement une
fonction particuliere en respectant un ensemble de contraintes

* « a combination of components that act together to perform a function not
possible with any of the infividual parts » (IEEE standard dictionary of
Electrical and Electronic terms)

Systeme a Evenements Discrets

+ systéme a espace d 'états discret dont les transitions entre états sont
associées a |l '‘occurrence d ‘événements discrets asynchrones

Evenement

» changement de valeur d 'une variable survenant a une date donnée. Pour
distinguer n changements de valeur identiques de la méme variable, on
appelle occurrence de | ‘événement chaque variation de cette variable a une
date Di.

Asynchrone
| non cadencé par une horloge




Un exemple basique (1)

états
A

Soit le systeme “vanne” qui peut
étre décrit par 4 éetats : “fermée”, an fermeture e
“en ouverture”, “ouverte” et “en .
fermeture”. Une évolution possible ouverte —
de ce SED est représentée par un B
chronogramme. an ouverture ] 5
a, B, 1, et & sont les quatre o
éevénements qui permettent formée b= L
I'évolution de ce SED dans son
espace de quatre états possibles. >

d1d2 d3 d4

- @vénement « début d 'ouverture »
- événement « fin d ‘ouverture »
- événement « début de fermeture »

r

- événement « fin de fermeture »
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temps
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Un exemple basique (2)

a est | 'événement qui modélise la
transition entre | 'état « fermée »
et | 'état « en ouverture ».

On peut donner deux
représentations du comportement
de la vanne a partir de son état
initial supposé étre « fermée » (on
parlera également de trajectoire
du systéeme « vanne ») :

- un modeéle temporel formé par la
suite ordonnée des couples

(a, d1), (B, d2), ...

- un modele logique formé de la
séquence d 'événements

{o, B, 2,8}

etats

en fermeture

ouverte
P
en ouverture

ol
fermeée pmmm

1

N

d1d2 d3 d4




Espace des états d’un SED versus espace
d 'états d 'un systeme continu

- Etat:
mémoire minimale du passé d *un systeme nécessaire a la détermination de son futur
« Systéme Continu
o Systeme dont la dynamiquen ’est décrite que par des variables continues du temps

o 1 *état X(t1) d "un tel systeme est | "information nécessaire au temps ti telle que la sortie
Y(ti1) est uniquement détermin€e a partir de cette information X(ti) et de la connaissance du
signal d ’excitation u(t) pour t>= ti. L ’espace d ’états est ’ensemble de toutes les valeurs que
peut prendre 1’état, ¢’est un continuum. Un modele de comportement du systeme (qui décrit sa
trajectoire dans 1 *espace d ’¢tats) estalors :

d[X(1)]/dt = f(X(0), u(t), ) X(t0) = X0
Y(1) = g(X(¥), u(t), t)

« Dans le cas des systémes lin€aires invariants :

a temps continu a temps discret
d[X(1)]/dt = AX() + Bu(t) X(k+1) = FX(k) + Gu(k)
X(10) = X0 X(k0) = X0

Y(t) = CX(t) + Du(t) Y(k) = CX(k) + Du()




Systeme a Evénements Discrets

» SED: systeme dontla dynamiquen ’est decrite que par des variables discretes du
temps
o [’état du systeme ne change qu’a certains instants. L ’espace d ‘états est
[’ensemble discret de toutes les valeurs que peut prendre [ "état du systeme.

o Le modéle de comportement du systeme ne peut alors plus étre une équation différentielle ou
aux différences finies. Il doit décrire la trajectoire des états du systeme comme une fonction d
‘une séquence d’évenements d ’entree.

o Systemes a espace d'état discret : le vecteur X prend ses valeurs dans un ensemble non dense
(Z, N, N* B, ...). L'espace d ¢tat est 7", N", B", (ou un sous-ensemble non dense), si ce vecteur
possede n composantes.

» Il faut d’autres outils mathématiques que les équations intégro-différentielles pour
exprimer I’équation d’état.
« Theorie des langages réguliers
« Mod¢lisation par automates a états




Trois nveaux d’abstraction

» La trajectoire dans ’espace d’états a partir d’un état initial peut etre
décrite :

o uniquement par la logique d’enchainement des occurrences d’événements;
on ne prend en compte que le temps logique

(SED non temporises ou logiques)

° en prenant en compte le temps physique
(SED temporises ou temporels)

° en associant a chaque occurrence d’événement un taux de probabilité
(SED stochastiques)

» La suite de ce cours se limite a la premiere classe.




Domaines d’application

»  Nombreux secteurs applicatifs :
o Télécommunications

o

Génie logiciel : Bases de Données, Systemes d’Exploitation

(e]

Automatisation industrielle

o

Systemes de production et de transport

o

Systemes embarqués et mecatroniques

» Globalement :
o @Gestion de flux physiques ou informationnels

o Commande de systemes physiques (automatisation) ou de traitement de
I'information (transactions sur SGBD, systemes d’exploitation multi-taches)




Exemple : Systeme discret par nature

Entrepot
e N
—> x(t) —>

ul(t) u2(t)

m x(t) nombre de caisses dans I'entrepSt a l'instant t
m ul(t) =1 si une caisse arrive au temps t, 0 sinon

m u2(t) =1 si un caisse part au temps t, 0 sinon Si ul (V) alors x(1) = x(t-1) +1

Si u2(t) alors x(t) = x(t-1) -1
x(t)

0 '
t ol 12 t t5 t




Systeme discretisable (1)

e



Systeme discretisable (2)

RI : fouvert, ferméf

’ . -
g RCClplent R2 : {ouvert ferm é)
Cl: {niv_atteintniv_pas_atieint}
R1 C2: {niv_atteintniv_pas_anieint)
I (=== Espace d "&ats discrets :

RIxXR2xClx(C2

Exemples d’événements :
Ouverture de Rl
Fermeture de R2

Le niveau passe au dessous de C2
R2 i
Ca déborde!!

c2

fuite ?

* Détection d "une fuite :
— RlI=fermé, R2=fermé, C2=niv_aiteint
— événement : « le niveau devient inférieur a C2 »
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Exemple élémentaire : modélisation par automate a
états des évolutions d'un systeme physique

D1 : le chariot 1 se déplace vers la droite
G1: le chariot 1 se déplace vers la gauche
Idemen 2

»  Etiquettes associéesaux transitionsnon
représentées

» Automate non déterministe

»  Conclusions (exhaustivité, pouvoir
d'expression, complexité)

Automate décrivant les mouvements
des chariots (vue partielle)

13




Choix du formalisme de modelisation

» Avant de modéliser :

> quelle est la nature de mon systeme ?
- monolithique, distribue, continu, discret

> quel est I'objectif de la commande ?
 Prendre la décision, surveillance..

> quel est le degré de connaissance de mon systeme ?
- connaissance de surface, comportement nominal, comportement de panne

» Choix du formalisme de modélisation
> Dépend de la réponse aux questions précédentes

» De nombreux formalismes sont possibles

o Langage, Systeme de transitions (automate),, Régles, Réseau de Petri, Grafcet.
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Théorie des langages et des automates:
Langage formel

Objectif:

Formaliser et/ou modéliser les systémes a événements discrets

Outils:  Langages et automates
 Evénements: ensemble de tous ces symboles (61, ..., on) est fini et constitue unalphabet noté 2.

Toutes les séquences finies d’événements, ou trace, peuvent alors étre représentées par une séquence de
symboles s =01. 02 ... appelée chaine (ou mot) surl'alphabet Z.

*On appelle alphabet (ou vocabulaire), un ensemble fini de symboles noté &.
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Théorie des langages et des automates:
Langage formel

Dans le cas d'un SED, I'alphabet pourrareprésenter 1'ensemble des €événements possibles dans le systéme.
Cet ensemble estcompose de tous les €vénements qui fontévoluer le SED.

Une chaine (oumot ou séquence) définie sur un alphabet X est une suite finie d'éléments de £ notée s. La
longueur d'une chaine s, notée|s|, représente le nombre de symbolesde s

(par exemple, [abba|=4).
e Evénement — symbole ¢ FX
* Trace — séquence s

e Comportement du systéme — langage L

Soit X* 1’ensemble de toutes les chaines qui peuvent €tre formeés sur les ¢éléments de X,y comprises la
chaine vide €.

16




=

Langages formels

) hF Ensemble fini des événements générés par un processus (ex:> ={a,b,c})
« Y*:  Ensemble de toutes les séquences d’événement générées a partir de
(ex : Y *={¢g,a,b,c,ab,ac,bc,abcca,....}); ¢: chaine (mot) vide

Sive ) * we ) * et v=uw alors u est préfixe de v
P

e L: Ensemble de tous les chemins admissibles L <) * (ex : {a,abc,ab})

* L: langage défini sur un alphabet ) tout sous ensemble de > *
* L=0 le langage vide

L : Ensemble des préfixes de L (ex : L ={a,ab,abc})

SiL =Z alors L est préfixe fermé _
(ex :L={ab} 2 L ={a,ab} L non fermé L={a,ab} 2 [, ={a,ab} L a préfixe fermé)

M Asninnvntanannt A1 CCTY . T asvcncn Aant A snrAfiva FAaramnA crve 1Palialaalaas X




Opération de base sur les langages

+) Soient L1={a, b, ab} un langage défini sur 3 = {a, b} et L2 = {b, cb} un langage défini sur 3 ,= {b, c} . On
défini les opérations suivantes.
e L’union
le langage contenant toutes les chaines contenues soit dans L1 soit dans L2.
L1ulL2 ={v/velL1ouv € L2}
Ex: L1UL2 ={a, b, ab, cb}
e L’intersection
L1L2 ={v/v € L1etv € L2}

Ex: L1nL2 ={b}

e | adifféerence
L1-L2 ={v/v € L1 et v¢L2}

Ex: L1-L2={a, ab}

e |Laconcaténation

NMALtZAA T A 1D Aft it lanmamnnn Aacantanmant taidban lana AlhAalinan faviirn A an Aiina AlhAatiiaa Ada 1 4 Adiiiia
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Expressions régulieres

- Une expression réguliere sur un alphabet > est composée d'opérandes et d'opérateurs pris dans
'ensemble {+, ., *}.

- Une expression réguliere définit un langage sur > quand chaque symbole x de > est identifié au
langage {x} et quand les opérateurs +, ., * sont associés respectivement aux opérateurs d’'union, de
concaténation et de fermeture itérative. Un tel langage est appelé langage régulier

o Opérateur

* Les opérateurs sont classés du plus prioritaire au moins prioritaire, dans l'ordre fermeture itérative,
concaténation et union (%, ., +)

® () établies une priorité d’ordre supérieur dans 'analyse de I'expression réguliere
e EX:

a.b* définitle langage {a, ab, abb, abbb, .....}

(a.b)* «»»»»»  {g, ab, abab, ababab, ....}

atb « »»»»» {a} w{b}={a, b}

atb* « »»»»»  {a} #{e b,bb,...} ={ima,b, bb,...}

19




Du langage vers |'automate fini

» Un automate est une machine a états

» Unautomate déterministe ne comporte pas d’états a partir duguel un méme événement permet
d’atteindre 2 états différents

» Ex: Soit ) ={a, b} etI’'expressionréguliére (a+ b)*b.

Le langage L peut étre engendré par 'automate fini de la figure.
(Q,>,9,90) ou Q={0,1} >={a,b} q0=0 6={(0,3,0);(0,b,1);(1,b,1)}

20



Du langage vers |'automate fini

« Automate a etats finis

+ Finite State Automaton (FSA)

*+ Machine abstraite, issue des travaux de A. Turing
« Eléments de 'automate

* Une ensemble fini d'etats possibles
* Un ensemble fini de symboles en entrees

* Une fonction de transition entre etats
* Representations

+ Diagrammes de transition

+ Tables de transition

+ Notations formelles

21



Du langage vers |'automate fini

» Diagrammes de transition
+ Representation « graphique »
* Graphe oriente etiquete :
- Neeuds : états de I'automate

» Etiqueté par les noms des états (généralement q.:d,.d,.dq,. ..)

+ Etat final : double cercle
- Arcs orienteés : transitions de l'automate

« Etiqueté par les symboles (a. b, c, d., ...)
« Etat initial : marqué par un arc sans neeud d'origine

22



Du langage vers |'automate fini

* Diagrammes de transition (suite)

« Pour la lisibilite, lorsque deux arcs de méme orientation sont
possibles entre deux nceuds, ils sont fusionnes (disjonction) :

a
(1D =00
a
* Un arc peut « boucler » un etat sur lui-meme : EE r:

* Des transitions peuvent partir de l'etat final : . ©

23




Du langage vers |'automate fini

» Diagrammes de transition (suite)

* Les transitions correspondent a la concatenation

+ On « suit » les arcs pour voir quel langage est accepte :

L = {ac, ae, bd, aad }

L = {ac, ae, aad, aabac,
aabae, aabaad,
aabaabac, aabaabae,
aabaabaad ... }

24



Du langage vers |'automate fini

» Diagrammes de transition (suite)

+ Peuvent etre mis intuitivement (formellement aussi) en
correspondance avec des expressions reqgulieres

R =ab
R=a+b
R =ab+cd

R=ab'c

25



Du langage vers |'automate fini

« Table de transitions

« Equivalente a la représentation par diagramme de transitions

» Etats en lignes, symboles en colonnes
- Ligne de l'état initial marque par une fleche —
- Ligne de 1'état final marqué par une étoile *

« Contenu decrit les transitions depuis un état / symbole

a b c d

. q1 qz %] () ()
qE q.'!- qE q-i B

q, % a, % q,

B ¢ | i ] %] () (7

26



Du langage vers |'automate fini

« Notations pour un automate « deterministe » (DFA)

Un ensemble fini d'etats

- Notation: Q = {a, q, d,..}
« Un ensemble fini de symboles (alphabet)
- Notation: X = {a, b, c, d...}

* Une fonction de transition qui prend en parametre un etat
et un symbole et qui renvoie un etat

_ Notation - E.{qi, a) = q (« signature » 6 : Q x £ — Q)
* Un etat initial
- Notation : q, € Q

* Un ensemble d'etats finaux
- Notation: FC (Q

27



Du langage vers I'automate fini

« Automate a etats finis
« Defini comme le quintuplet : A = (Q, Z, 6, q,, F)

* Definition equivalente aux diagrammes et tables de transition

+ Repose sur la definition de la fonction de transition 6,
souvent definie par extension (en listant les cas possibles)

— La fonction peut renvoyer @ (par ex. ﬁ(ql, d) = &)

* Dehnition de la fonction de transition « etendue »
- Fonction qui prend un mot en entrée et utilise 6 de I'automate
- Notation (a € ') : 6(q, a) = q, (« signature » 6 : Q x £ = Q)
- Definie récursivement par déecompeosition du mot w :
« Siw =£alﬂr55[qi, e)={q}
« Siw=xatelsqueetx € £ eta € X alors 6(q. w) = &( B(g. x) . a)

« Langage reconnu par un automate deterministe

* Ensemble des mots tels que la fonction de transition etendue
appliquee al 'etat initial et au mot conduit a un etat final :

- LA)={weZX|blg,w)€eF}

* Théoreme de Kleene : par definition, le langage reconnu par
un automate a etats finis (NFA) est regulier (ou rationnel)

28



Du langage vers I'automate fini

» Types d'automates

« Automates a etats finis
- FSA : Finite State Automata

* Automates a etats finis déeterministes
- DFA : Determinist Finite state Automata

* Automates a etats finis non-deterministes
- NFA : Non-determinist Finite state Automata

* Automates a etats finis non-déterministes avec possiblite de
transitions € (mot vide)

- £-NFA : Non-determinist Finite state Automata with £ transitions

« Tous peuvent etre representes a l'aide des diagrammes
de transition, tables de transition, notations formelles

29



Du langage vers |'automate fini

« Déterminisme : requiert que l'automate soit dans un
etat unique (« determine ») apres avoir lu n symboles

« Automates non-deterministes (NFA)

+ Non-determinisme : 'automate peut-étre dans plusieurs
etats, « simultanément » apres avoir lu n symboles

- Attention : un automate non-deterministe n'implique pas que l'on
ne « sache » pas dans quels etats 1l est (au contraire)

* Particulierement utile lorsque 1'on ne sait pas « a l'avance »
quel etat final 'automate atteindra (hypotheses)

- Facilité de représentation / programmation
» GPS : une voiture se dirige vers Paris, mais on ne connait pas la
destination finale (Orléans, Strasbourg)

« Prédiction SMS : un utilisateur tape le début d'un mot, mais plusieurs
hypothéses sont possibles pour le mot qu'il veut écrire

30



Du langage vers |'automate fini

* Difference de representations DFA / NFA (suite)

« Soit £ ={ a, b }, comment representer un automate qui
reconnait tous les mots se terminant par ab ?

a b
- q, d, d,
q, q, q,
) q! II:|1 q-:l
a b
- 4q, ({a,q}| {4q,}
q | {al} {q,}
" q, @ @

31



Du langage vers I'automate fini

Un automate est une machine a états

Un automate déterministe ne comporte pas d’états a partir duquel un méme événement permet
d’atteindre 2 états différents

Ex: Soit Y ={a, b} et 'expression réguliére (a+ b)*b.
Le langage L peut étre engendré par 'automate fini de la figure. a
(Q,>,9,90) ouQ={0,1} >={a,b} q0=0 6={(0,3,0);(0,b,1);(1,b,1)} b

un automate est un quintuplet: A=(Q, >, ,q0,F) ou:

> Qestl’ensemble des états

> > estunalphabetd’entrée

0 est la fonction de transitiond 'états définie de Qx > — Q qui associe un état de départ et un symbole d
‘entrée a un étatd 'arrivée

q0 est I ’état initial

F estl’ensemble des états finaux (marqués)(F Q)

Q={q0,91,92,93}

> ={ab}

F={q3}

d estreprésentée par les
arcsassociés ades
symboles de | 'alphabet
0 (q0,a)=q1

Exemple : a

32
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Automate a état fini

Exemple :

Déterminisme

o cet automate est dit déterministe dans le sens ou depuis tout état, il n ‘existe pas deux transitions qui
soient associees a un méme symbole qui conduiraient a des états différents. Un automate

déterministe ne doit donc posséder qu’un seul état initial et ne se trouve a tout instant que dans un
seul état

Complétude
un automate est dit complet lorsque "q 8Q , " ?E> , “Wq, 9=q’

Langage accepté par un automate

> la séquence ab est reconnue par | ‘automate précédent ($ trajectoire d ‘états depuis | ‘entrée vers la
sortie). La chaine aba ne | ’est pas.

> L’ensemble des séquences acceptées par un automate est le langage accepté.

33



Automate a etat fini

» Propriété
o on peut transformer tout automate indéterministe en automate déterministe équivalent (qui reconnait
le méme langage). La contre-partie est |’'augmentation du nombre d 'états.

Automate non déterministe Automate déterministe équivalent

a,b

—*Q—'Oa B0 o
42

qO q1
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Modélisation de SED a | 'aide d ’automates

Générateurs :

o Tout Langage régulier peut étre présenté par un automate fini

Générateur G= (Q, Y, @ qy Q,, ) avec Wla fonction partielle de

‘ transition détats car pour tt qEQ, @ Q<> —Q n’est pas définie que
pour certains événements

- Langage généré et langage marqué

Soit un générateur G. L'ensemble des chaines s * telles que Wy, s)! définit le langage généré
par G, nott L(G). Lensemble des chaines sEL(G) telles que
W, s) TQ,, définit le langage marqué par G, noté L,(G).

- Accessibilité et co-accessibilité

Un état q est dit accessible s'il existe une chaine s * telle que W, s)=q et le générateur lui-
méme est dit accessible.

Un état q est dit co-accessible sl existe une chaine sHE* telle que
W, s) BQ,, Le Générateur G est dit lui-méme co-acessible si g BQ, q est co-accessible.

- Non blocage.

G est dit non bloquant si chaque état accessible est Co-accessible,
= L(G) =L, ,(G), c’est-a-dire que tte chaine générée par G est un préfixe d’'une
' arquée de G.
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Modeélisation de SED a | 'aide d 'automates

L(G) =(af)* (s+ a+ S+ aa) L(G) = (af)* (e+ )
L (G) = (af)* a Ly (G) = (af)* a
Ln,(G) = Saﬂ)* (s+ ) Ly (G) = (af)* (s+ )

~Q 0

g

» Accessible »  Non Accessible
»  Non co-accessible » Cco-accessible
» bloquant » Non bloquant




Modélisation de SED a | 'aide d ’automates

* les théories de base des langages et des automates finis (machines de
Moore) supportent les besoins de modélisation du comportement des SED

et procurent une base rigoureuse.

* les automates finis sont des machines d 'états trop rudimentaires pour
exprimer des comportements complexes (beaucoup d 'états, parallélisme,
concurrence, synchronisation, ...)

+ les automates finis rendent difficile | 'écriture d 'un modéle

—> D ’autres classes de machines d 'états, plus

sophistiquées sont adaptées a la modeélisation de la
commande (Réseaux de Petri, Grafcet, .....)
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Exercices:

Exercice 1

Soit A = {a,b,c}. Donner des expressions rationnelles pour chacun

des langages suivants:

1. L’ensemble des mots de A* qui comptent au moins une fois la lettre a
2. L’ensemble des mots de A* qui ne commencent pas par la lettre a.

3. L’ensemble des mots de A* contenant au moins una et un b, tels que
la premiere occurrencede a précede la premiere occurrencede b.

» Exercice 2
Donner une expression rationnelle représentant les langages reconnus
» par chacun des automates suivants:

O+—0 O :/’Q
— 0 CU)
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Exercices

» EXxercice 3

Donnerune expression réguliere ainsi qu'un automate déterministe qui représentent
les langages suivants :

a)L={m|m < {a, b}*et m contient ‘ba’ comme sous-mot }

b)L={m|m € {a, b, c}* et m commence par un ‘a’ et se termine par ‘bc’ }

» Donner, pour chaque langage sur A = {a;b;c} donné¢ par les expressions rationnelles

suivantes, un automate fini déterministe qui le reconnaisse .
1. (atb)*ca*
2. A*(b+c)

3. A*aA*bA*

39



Exercices

» EXxercice 4

Donner des automates finis déterministes sur {a;b} reconnaissant les langages. . .
1. I’ensemble des mots de longueur paire,
2. I’ensemble des mots se terminant para,
3. ’ensemble des mots contenant au plus une occurrence de la lettre a,
4. I’ensemble des mots contenant au moins deux occurrences de leur dernicre lettre,
5. ’ensemble des mots ayant pour préfixe aba,
6. I’ensemble des mots ayant pour suffixe aba,
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