Systémes a événements discrets
Réseau de Petri



Réseaux de Petri

» These de Carl Adam Petri en 1962

+ Le formalisme des réseaux de Petri est un outil permettant I'étude de
systemes dynamiques et discrets.

« |l s’agit d'une représentation mathématique permettant la
modélisation d'un systéeme.

« L'analyse d'un réseau de Petri peut révéler des caractéristiques
importantes du systéme concernant sa structure et son
comportement dynamique.

* Les résultats de cette analyse sont utilisés pour évaluer le systeme et
en permettre la modification et/ou 'amélioration le cas échéant.




Notions de base

sommets:

Les places e > Q
>

Les transitions EEmmmmmI> —

Les places est les transitions sontreliés par des arcs orientés

T O

Un Réseau de Petri (RdP) est un graphe orienté comprenant deux types de

Nombre fini
et non nul

O
I 6

Un Rdp est un graphe biparti




Marquage

On appelle marquage M d’'un RdP le vecteur du nombre de marques dans
chaque place : la i ieme composante correspond au nombre de marque

danslaiieéme place

Le marquage a un certain instantdéfinit 'état du systéme décritpar le RdP

P4 , . .,
Evolution d’état
T1 T5
Introduction P1 Be
T2 T4 T6
Le formalisme P2 P&
T3 .. T7

Evolution du marquage

P3

Fig. RdP marqué M=(1,0,0,0,0,0)



Franchissement de transition

Transition validée : une transition est dite validée si toutes les places en
amont( i.e., en entrée) de celle-cipossedentau moins une marque.

Validée Non validée
| > T1 T1 < |

Franchissement (tir) : si la transition est validée, on peut effectuer le

franchissementde cette transition. Le franchissementconsiste a :
- retirer une marque dans chacune des places en entrée de la transition

- ajouter une marque a chacune des places en sortie

Franchissement de T1
T1 > T1




chissement de transition

Exemple

Pour les quatre situations ci-dessous, compléter le marquage du réseau aprés
franchissement de T1 s'il est possible.




nchissement de transition

ransition est validée Elle sera immédiatementfranchie

L’évolution du RdP se fait par le franchissement
d’une seule transition a la fois

Quand plusieurs transitions sont simultanément
franchissables, on ne peut pas savoir dans quel
ordre elles seront effectivementfranchies




RdP autonome et non autonome

Un RdP autonome décrit le fonctionnement d’'un systeme de facon
autonome, c’est-a-dire dont I'évolution est régi par ses propres lois
(les instants de franchissementne sontpas connusou pas indiqués)

T1
Pl P2
T4 — 12
P4 P3
T3

Fig. Rdp autonome (les quatre saisons)



dP autonome et non autonome

Un RdP non autonome décrit le fonctionnement d’'un systéme dont I'évolution
est conditionnée par des événements externes ou parle temps

Ordre de démarrage

Etat d’arrét @ P1 P2
Tf/

Ordre d’arrét

Etat de marche

Fig. RdP nonautonome




L'état du systeme est caractérisé par:

e Le nombre nq a I'instant initial (nombre de marques dans la place F)
e Le nombre ny a I'instant initial (nombre de marques dans la place P)

e La résultat de I'opération a I'instant final (nombre de marques dans la place F3)

T1 T1

Pl ° Pl °
(> D P3

P2
P2 T2 T2

Opération sur deux entiers naturels




c une structure particuliere

Graphe d’états : un RdP est un graphe d’état si et seulement si toute transition
a exactementune place d’entrée et une place de sortie

LA

Fig. graphe d’états non marqué ou pas

N

Fig. graphe d’états marqué




une structure particuliére

Graphe d’événements : un RdP est un graphe d’événements siet
seulement si toute place a exactement une transition d’entrée et une
transition de sortie

Fig. graphe d’événements ou pas




c une structure particuliere

RdP sans conflit : un RdP est dit sans conflit (ou conflit structurel) si et
seulementsitoute place a au plus une transition de sortie

T1

Pl P2
T1 T3
P3 P3
Sans conflit Avec conflit

Conflit ou pas




c une structure particuliere

RdP a choix libre : un RdP est dit a choix libre si et seulement si les transitions
de sortie de tous ses conflits n'admettentqu’une seule place d’entrée.

Choix libre ou pas




une structure particuliére

RdP a choix libre étendu : un RdP est dit a choix libre étendu
si et seulement si les transitions de sortie de celui-ci admettent
les mémes places d’entrée

Fig. choixlibre étendu ou pas




vec une structure particuliere

Rdp Simple : un RdP est dit simple si et seulement si toutes ses transitions
n’interviennent que dans un seul conflitau maximum

T1

RdP qui n’estpas simple




c une structure particuliere

RdP pur : un RdP est dit pur si et seulement s’il nexiste pas de transition
ayantune place d’entrée qui soit aussiplace de sortie de cette transition.

Fig. RdAP impur




c une structure particuliere

Propriété : ToutRdP impur peut étre transformé en un RdP pur

L ® O ®

Fig. Transformation d’'unréseauimpuren un réseau pur

Exemple : RdP d’'une réaction chimique

platine

Ho +CoHy —— (3Hg

Jo

i.
Pl T1 Pl Tl T

P2 P2

Rdp impur de la réaction Rdp pur de la réaction




ropriétés des RdP

Notations :
Le franchissementde T, a partir du marquage M,=(1,0,0,0,0)=[10000]",
conduitau marquageM;=[0 11 00]", on notera ceci: M, [T+>M;

Pl
Pl
T1
T1
LE
P2 P3 P2 P3
> B
T2 T3
P4 P5
P4 P5 T4
T4

Fig. marquagesaccessibles d'unRdP




s

M, [T,>M,=[0 0 1 10]T

M2[T3>M4=[O 0011
M,[T,>M,=[00 0 1 1]

M4[T;>M5=[01001]"
Fig. Marquages accessibles d’'un RdP



Propriétés des RdP

On note : *My ={My, M4, M, M3, M, } 'ensemble des marquages accessibles a
partir de M

Séquence de franchissements : elle est définie a partir d'un marquage donné.
C’est une suite de transitions qui sont franchissables successivement.

Exp.S=T,T,et M, [S>M,

franchissement de la transition 71 ou de la transition 75 Ih+Te=T+T
franchissement de la transition 7 puis de la transition 75 1115 # 15T
franchissement de la transition 7 puis de la transition 7} 17 =T

séquence de longueur 2 1115

séquence de longueur nulle A

répétition du franchissement de 77 un nombre quelconque de fois | 77 = (A+ 11+ 17 +...)

Notation des séquencesde franchissements



Propriétés des RdP

Couverture : un marquage M, couvre un marquage M, sile marquage de
chaque place P;dans M, est supérieurou e€gale a son marquagedans M,

M, =2M, =M (F)=M,(F),VEeP

On dit qu’un marquage M, est supérieur a un marquage M, (ou couvre
strictement M)) si M, couvre M, , avec au moins une place P, telle que

M, (Pi)>M|(P;)

M,>M, &M, 2M,et3IP e P,M,(P)>M,(P)



Propriétés des RdP

Rdp borné, RdP sauf

* Une place P, est bornée pour un marquage initial My, si pour tout marquage
accessible a partir de Myle nombre de marque dans P, reste borné.

* Elle est dite k-bornée si le nombre de marque dans P, est toujours inférieur ou
égale a k.

* Un RdP est borné pour un marquage initial M, si toutes les places sont
bornées pour M. Il estk-borné si elles sontk-bornées.

 Un RdP marqué est sauf ou binaire pour un marquage initial My s’il est 1-
borné.

P1 Tl

Fig. Rdp non borné Fig. Rdp borné



Propriétés des RdP

Vivacité

Une transition T, est vivante pour un marquage initial My si pour tout

marquage accessible M, *M, il existe une séquence de franchissement
a partir de M; contenant T,

Un RdP est vivant pour un marquage initial M, si toutes ses transitions
sont vivantes pour M

Y11
Y 11

T, —+ T2 T,
- o P, P; P;
T3 T3 T3
My M, My M, M,

Fig. illustration de la vivacité



ropriétés des RdP

Blocage

* Un blocage (ou état puis) est un marquage pourlequelaucunetransition est
validée.

* Un RdP estdit sans blocage pourun marquage initial My siaucun marquage
accessible n'estun blocage.

QO Oy,

T2

P3

T3

P4

Fig. RdP avecblocage




ropriétés des RdP

Conflit effectif

Un conflit effectif est I'existence d’un conflit structurel <P, {T;Ty, ...} > et
d’un marquage M tel que le nombre de marques dans P, est inférieur au
nombre de transitions de sortie de P;

T1

Pl

T3 T3

P3 P3

Sans conflit effectif Avec conflit effectif




opriétés des RdP

Définition

oitun RdP R, et P 'ensemble de ses places. On a un invariantde marquage s’il
xiste un ensemble P={P,, P,,...,P, )P et un vecteurde pondération(q4,95,...,9,),
els que :

q.M(P¢)+qg,M(P,)+...q,M(P,) = Constante, pour tout M *M,
P estappelé composante conservative,

Un RdP est conservatif si et seulementsi P'=P



Propriétés des RdP

Invariants

Composante conservative

T1 P1
Pl P2
T1
T4 12 P2 P3
P4 P3 2 3
T3 P4 P5
Fig. cycle des saisons T4

+m, +m» +m,=
mq+ my +mgz +m,=1 mq+ m, + m,=1

[ 2my+my + mg+
m, +mg = 2

mq+ msz + ms=1

A tout instant une seule saison




ropriétés des RdP

Composante répétitive
T1
Pl P2
T4 T2
P4 P3
T3
Mo [T1T2T3T4>Mg

On appelle séquence répétitive stationnaire, une séquence de
franchissementsS telle que : My[S>M,

Elle est dite compleéte si elle contienttoutes les transitions




es marquage et de couverture

Graphe des marquages

Le graphe de marquages accessibles est un graphe dont chaque sommet
correspond a un marquage accessible et dont chaque arc correspond au
franchissementd’une transition permettantde passerd’'un marquage a l'autre

1K

Le RdP est borné, sauf, vivant, réinitialisable
T,TsT,T,etTT,T3T,sontdes séquences repetitives

Pl

.

\-x;

© = = O
Q= 00O »wOo O+W o
] ]l ]

i

e

TS



Graphe des marquages et arborescence de couverture

Arborescenceet graphe de couverture

Une arborescence est un graphe particulier composé d’arcs orientés qui
divergent a partir d’'un noeud appelé racine de l'arborescence (elle ne
comprend pas de circuits).

Tl
T1 T1 T1
0] =11 =2 [2] 7= [3] ®o*

On peut obtenir un graphe de couverture en fusionnant les noeuds de
I'arborescence de couverture qui correspondentau méme ‘marquage’



Algorithme de construction de I’arborescence de
couverture

Pas 1.
A partir de Mgy on indique toutes les transitions validées et les marquages
successeurs.

Si un des marquages successeurs est supérieur a My, on met [ pour chacune
des composantes supérieures.

Pas 2.
Pour chaque nouveau marquage M, , on fait soit le Pas 2.1 soitle Pas 2.2
Pas 2.1
S’il existe sur le chemin de My a M; un marquage M=M; alors M; n'a pas de
successeur
Pas 2.2
Sinon,on prolonge I'arborescence en ajoutanttous les successeurs de M,
pour chaquesuccesseur M, de M,
1 - une composante [ de M, reste une composante [ de M,
2 - s'il existe un marquage M; sur le chemin M, a M, t.q M,>M,, alors
onmet [ pourchacune descomposantes supérieures.



Construire I'arborescence de couverture etle graphe de couverture. En
déduire les places quine sontpas bornées




ietés des RdP par I'algebre linéaire

Définition
Un RdP ordinaire non marqué est un quadruplet Q=<P, T, Pre, Post> tel que:

o P={P,...,P,} est unensemble fini non vide de places ;
o I'={T1,...,Tin} est un ensemble fini non vide de transitions ;
e PNT=0;

e Pre : P xT — {0,1} est I'application d’incidence avant telle que si un arc relie P; a Tj,

Pre(P,,T;) =1, sinon Pre(FP;.T;) =0;

o Post : P xT — {0,1} est application d’incidence arriere telle que si un arc relie T; a P;

Post(P;,T;) = 1, sinon Post(P;,T;) = 0.



rietés des RdP par I’algebre linéaire

Exemple:

L Oy,

ie{1,2}  Pre(P;,T3) =1 Post(P3.T5) =1
i1 €{3,4}  Pre(Fi,T3) =0 |1 € {1.2,4} Post(F;,T3) =0

Pre(P3,T5) =1 |2 € {1,4} Post(P;,T3) =1
1€{1,2,4} Pre(F;,13) =0 |1 € {2,3}  Post(F;,T3) =0




ietés des RdP par I'algebre linéaire

Définition :

Un RdP généralisé non marqué est défini comme un RdP ordinaire non
marqué, saufque:

e application d’incidence avant est définie par Pre : P x T — N;
e application d’incidence arriere est définie par Post : P x T — N,

A chagque arc est ainsi associé un nombre naturel appelé “poids™ ou valuation qui peut étre différent de
1.




ndamentales pour la modélisation

Capacité limitée




iétés des RdP par l’algebre linéaire

A T'aide des applications Pre et Post, on peut définir les ensembles des places (transitions) d’entrée
(de sortie) d’une transition (place) :

¢ Ensemble des places d’entrée de la transition T : °T; = {F; € P | Pre(P,;,T;) > 0}

o Ensemble des places de sortie de la transition Tj : T = {P; € P| Post(P;,T;) > 0}

e Ensemble des transitions d’entrée de la place P; : °P; = {T; € T'| Post(F;,T;) > 0}

¢ Ensemble des transitions de sortie de laplace P, : P? = {1; € T | Pre(P,,T;) > 0}
Aux applications Pre et Post sont associées des matrices :

Matrice d’incidence avant associée a I’application Pre, elle est définie par :
W- = [w;j] avec wj; = Pre(P,,T;)
Matrice d’incidence arriere associée a I'application Post, elle est définie par :

Wt = [w;;] avec w; = Post(P;,Tj)



ietés des RdP par I’algebre linéaire

Exemple

t1 3
P2

p1 p3

2 t4

1 t2 t4 1 2 B3 4 ato t = 12

arc p2 —> tl

/
o
p—
o= |o|T
o
=
—
o
o
o

PRE POST




ietés des RdP par I'algebre linéaire

Marquage et évolution des RdP

Un RdPmarqué est un doublet R=<Q,M,>dans lequel Q est un RdPnon
marqué et M, un marquage initial

Condition de franchissement  Une transition 7’ est franchissable si
vP € °T;, M(P;) = Pre(P,Tj;).
Apres franchissement, on obtient un nouveau marquage M’ donné par :

P, € P, M'(P) = M(P,) - Pre(P,T;) + Post(P,.Tj)




rietés des RAP par I’algébre lineaire

Exemple




iéetés des RdP par I’algebre linéaire

On appelle matrice d’incidence la matrice : W =W* - W~

Remarques
e La matrice d’incidence W est indépendante du marquage.

e La matrice d’incidence W est liée a la structure du RdP. Si le réseau est pur alors il est possible de
reconstruire le RdP a partir de la matrice d’incidence.

Exemple La matrice d’incidence suivante correspond aux deux RdPs ci-dessous

P1
P1
T1
T1
P2 T2 I T1h P2
W= P [-1]-1 12
P 1 0

Dans le cas d’un RdP impur, on ne peut donc pas reconstruire le RdP a partir de sa matrice d’incidence.
W ne contient donc pas (toujours) toute I'information sur la structure du RdP.




étés des RdP par I'algebre linéaire

Equation fondamentale
Exemple
0 0 1 0 0
P1 1 0 0 1 0
ol Z o | Z|lo| 2|1 |Z&]1
Tl 0 1 0 0 1
1 1 0 0 0
S— S— S—— S— S—
Mo M1 M2 M3 M4
P2 P3
T2 T3 o
( 0
1
M, = Mg+ W
P4 P5 S R 0
) :g = Ms= Mo+ W (1)
T4 Ms = My + W 8 L
\ - 1 -

S1 la séquence de franchissement S est telle que M; [S>M,, alors on a I’équation

fondamentale : M, =M;+W.§
ou : S est un vecteur dont la composante N° j correspond au nombre de

franchissement de la transition j dans la séquence S




iétés des RdP par I’algebre linéaire

Remarques

e Deux séquences franchissables a partir d’'un méme marquage et de méme vecteur caractéristique
menent au méme marquage. Le marquage obtenu ne dépend donc pas de 1'ordre dans lequel les
transitions sont franchies.

e ss'=s+5

e sestappelé vecteur caractéristique possible s’1l lui correspond au moins une séquence de fran-
chissements S a partir du marquage M.




Etude des propriétés des RdP par I’algebre linéaire

Composantes conservatives et invariants de marquage

Soit un vecteurde pondération F=[q4,Q,...,9,,] EN",

Soit P(F) 'ensemble de places dontle poids g;associé a la
place P, n'est pas nul

Propriété :
B est une composante conservative si et seulement s’il existe un vecteur de
pondérationF tel que P(F)=B et FTW =10
Un vecteur F qui est solution de FT.W = 0, est appelé un P-semi-flot
(P-invariant)

Un vecteur F qui est solution de W. F = 0, est appelé un T-semi-flot
(T-invariant)



reduction : regles de réduction
nt la vivacité et la bornitude

Réduction R1 : substitution d’une place

Une place P, peut €tre substituce si :

1. Les transitions de sortie de P; n’ont pas d’autre place d’entrée que P; :
;e By, T3 = {F}.

Le franchissement d’une transition d’entrée de P; implique ainsi tot ou tard le franchissement
d’une transition de sortie de P;.

2. Il n’existe pas de transition T; qui soit a la fois transition d’entrée de P; et transition de sortie de
F;:
Pio n o Pi = (.

3. La place P; admet au moins une transition de sortie qui n’est pas une transition puits :

3T, € PP, T #0.



réduction : régles de réduction
nt la vivacité et la bornitude

é P1 P1

. A% T1

N

f ?PZ T12
T2

P3

P3

PO
PO

Tl
T12 T13

—

P2 P3
T2 T3
P2 P3

Fig. Réduction R




e réduction : regles de réduction
nt la vivacité et la bornitude

PO Pl
T1 TO
. TO3
P2 R1
T2 T3
P3 P4

Propriétés conservées par la réduction R1 le RdP initial et le(s) RdP(s) réduit(s) sont équivalent
pour les propriétés suivantes : borné, sauf, vivant, quasi vivant, sans blocage, avec état d’accueil, con-
servatif. Il y a néanmoins une perte d’information puisque s’ils sont bornés, la valeur de la borne n’est
pas conservée. Les états d accueil s’ils existent ne sont pas les mémes.



reduction : regles de réeduction
nt la vivacité et la bornitude

Réduction R2 : place implicite

Une place P; est implicite si :

1. Le marquage de P; n’est jamais un obstacle au franchissement de ses transitions de sortie :
VT € P?, YPr e “Ti\{F;}, M(Fy) = Pre(Pr,Tj) = M(F;) = Pre(P;,Tj)
2. Son marquage se déduit du marquage des autres places par la relation :
M(P) =" arM(Py)+ 3
k=i

oit oy, et [3 sont des nombres rationnels positifs. On assure ainsi que si les places Py, avec k # 1
sont bornées alors la place P; est forcement bornée.




reduction : regles de réduction
nt la vivacité et la bornitude

P1 Pl

Réduction R2  La réduction R2 consiste & supprimer la place implicite avec ses arcs en entrée et en
sortie.

Propri¢tés conservées par la réduction R2 le RdP initial et le(s) RdP(s) réduit(s) sont équivalents
pour les propriétés suivantes : borné, vivant, quasi vivant, sans blocage, avec état d’accueil, conservatif.



uction : regles de réduction préservant la
vivacité et la bornitude

Réduction R3 : transition neutre

Définition :
(Transition neutre) Une transition est neutre si ['ensemble de ces places d’entrée est
égal a 'ensemble de ses places de sortie :

T, =5,

Réduction R3  La réduction R3 consiste a supprimer la transition neutre 7'; avec I'ensemble de ses arcs
en entrée et en sortie. Elle ne sera effectuée que s’il existe une transition 7; # T telle que son fran-
chissement mette suffisamment de marques dans les places d’entrée de 7); pour la rendre franchissable :

3T, #15.7F; € °T;, Post(F.T;) = Pre(P;, T;).

Propriétés conservées par la réduction R3  le RdP initial et le(s) RdP(s) réduit(s) sont équivalent pour
les propriétés suivantes : borné, sauf, vivant, quasi vivant, sans blocage, avec état d’accueil, conservatif.




e réduction : regles de réduction
nt la vivacite et la bornitude

T1

P1

Fig. Réduction R3




e réduction : regles de réduction
nt la vivaciteé et la bornitude

Réduction R4 : transitions identiques

Définition : (Transitions identiques) Deux transitions T; et T; sont identiques si elles ont mémes
ensembles de places d’entrée et mémes ensembles de places de sortie :

Ti=°T, ea T¢=Tp.
Réduction R4 La réduction R4 consiste a supprimer 'une des transitions identiques avec I'ensemble

de ses arcs en entrée et en sortie.

Propriétés conservées par la réduction R4 le RdP initial et le RdP réduit sont équivalent pour les
propriétés suivantes : borné, vivant, sauf, quasi vivant, sans blocage, avec état d’accueil, conservatif.



Methodes de réduction : régles de réduction
preéservant la vivacite et la bornitude

Pl P2

Tl

Fig. Réduction R4



Structures fondamentales pour la modélisation

Parallélisme : il représentela possibilité que plusieurs processus
evoluentsimultanémentau sein du méme systéme.

Pl

T1
S| -

Fig. Paralléelisme

ssus 1 us 2




ndamentales pour la modélisation

Synchronisation : la synchronisation mutuelle ou rendez-vous permet de
synchroniserles opérations de deux processus.

Procesmrs 1

Fig. Synchronisation




ndamentales pour la modélisation

Sémaphore : les opérations du processus 2 ne peuvent se poursuivre que si
le processus 1 a atteint un certain niveau. Par contre, I'évolution du
processus 1 estindépendante du processus 2.

Processlls Proqessus 2

Fig. Sémaphore




ndamentales pour la modélisation

Partage de ressources : cette structure modelise la disponibilité d’'une ressource
qui peut étre utilisée par plusieurs processus

Fig. partage de ressource



ondamentales pour la modélisation

Mémorisation

g. Mémorisation du franchissement
d’une transition

Fig. Mémorisation d’'un nombre



ndamentales pour la modélisation

Lecture

Fig. lecture d’'un marquage




